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▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡st ❡♥s✉✐t❡ t❡sté❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞❡ ❝✐❜❧❡✱ ♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ❞é❢♦r♠é❡ ♣❛r
✉♥❡ rét✐♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐q✉❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡sts ❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts
♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉
❝♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
❧❡ ❝♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té
❞❡s ❡♥tré❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳
✷ ❈♦♥trô❧❡✉r ♥❡✉r♦♥❛❧ à ♥❡✉r♦♥❡s ❧✐♥é❛✐r❡s st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡s
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✏❝♦♥trô❧❡✉r✑ ♥❡✉r♦♥❛❧ s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❡♥tré❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ x ❡t ♣r♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♦✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ y✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡
✷
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ✈❡rs ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡
y = f(x) ✕ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ s❝❛❧❛✐r❡ R✳
▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r s♦♥t ✏st♦❝❤❛st✐q✉❡s✑ ❡t ✏❧✐♥é❛✐r❡s✑ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
♦ù ❧❡✉r ré♣♦♥s❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❧❡✉rs
❡♥tré❡s✳ ▲✬❛❝t✐✈✐té ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s W✳ ❆✐♥s✐
❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ h ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ✈❛✉t h = WxT ♦ù W ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❡t x
❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ♦❜é✐ss❛♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❞✬é❝❛rt t②♣❡ σ✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ✈❛✉t ❞♦♥❝ y = h+N (0, σ2) = WxT +N (0, σ2)✳
✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t ♠♦❞✐✜és ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t ♠✐s à ❥♦✉r
à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ P♦❧✐❝② ●r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❬❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✶✾✾✷❪✱
✐✳❡ ✿
Wt = Wt−1 + αrt∇Wt−1 logPWt−1(yt|xt) ✭✶✮
♦ù α ∈]0, 1[ ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ∇ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t✳
❊①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ ❙✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ z s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐
♥♦r♠❛❧❡ N (m,σ2)✱ s❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r Pr(z) = 1
σ
Φ(z −m)
♦ù Φ(z) = 1√
2pi
exp(− 12z
2)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ∇zΦ(z) = −z.Φ(z)✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
∇W logPW(y|x) =
∇WPW(y|x)
PW(y|x)
=
∇W(y −Wx
T )∇yN (Wx
T , σ2)
PW(y|x)
✭✷✮
=
x
(y−WxT )
σ2
PW(y|x)
PW(y|x)
=
(y − h)x
σ2
✭✸✮
✳
▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿
Wt = Wt−1 + α
rt
σ2
(y − h)x. ✭✹✮
✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ P♦❧✐❝② ●r❛❞✐❡♥t s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡✱ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✉
s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✮✳ ▲❡ ❜r✉✐t ♣❛rt✐❝✐♣❡ ✐❝✐ ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t✱ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ s♦♥
é❝❛rt✲t②♣❡ ✿ ♣❧✉s ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❧❡♥t❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s
✸
♣❧✉s ✐❧ ❡st ♣ré❝✐s✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡
ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✿ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ tâ❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
❛❝❝♦♠♣❧✐r✳
✸ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡
❉ès ❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❡st✐♠❡r ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝❛s
✐♥tér❡ss❛♥ts✮✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✈✐s❛♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ str❛❣é❣✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❝♦♥s✐st❛♥t à ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ s✉r ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡s ❡♥tré❡s ❛✉① s♦rt✐❡s ❡st très ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ❈❡t ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♠❛îtr✐sé ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦②❛✉ ✉t✐❧✐sé❡s ❬❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ❛♥❞ ❙♠♦❧❛✱ ✷✵✵✷❪✳
✸✳✶ ❈♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❯♥❡ ❝❛rt❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s♣❛t✐❛❧❡ ✿ ❝❤❛q✉❡
❡♥tré❡ x ❡st ♣r♦❥❡té❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
✐❝✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♦r❣❛♥✐sés s❡❧♦♥ ✉♥❡
❣r✐❧❧❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ i ❛ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ré❝❡♣t❡✉r ❞✐st✐♥❝t ❝❡♥tré
❡♥ (xi1, x
i
2) ❡t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ré❝❡♣t❡✉rs s♦♥t ré♣❛rt✐s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝❛rt❡
❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ st✐♠✉❧✉s (x1, x2) ❡st ♣rés❡♥té✱ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡
♣❡r❝❡♣t✐❢ s❡ ✈♦✐t ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ ✿ yi = K((x1, x2)−
(xi1, x
i
2)) ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ (x1, x2) s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦②❛✉①✮✳ ▲❡s
♥♦②❛✉① t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐s s♦♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ❣❛✉ss✐❡♥s ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✶✱❣❛✉❝❤❡✮✳
✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡
P❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶ ✭❞r♦✐t❡✮✮✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ t♦✲
♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✿ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦❞é❡
♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♥❡✉r♦♥❡ ♠❛✐s ♣❛r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ s✐ ❧✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s♦♥t ❞é❢❡❝t✉❡✉①✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡st❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣rés❡♥t❡ s✉r ❧❛
❝❛rt❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ t♦✲
♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡✳ ❉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✏❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✑✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ét❛♥t
✜♥✐✱ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♥❡✉r♦♥❛❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦❞❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳
✹
X2
Si
X1
X1
X2
S =f(      )i
S =f(      )i X1
X2
❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❈♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t s❝❛❧❛✐r❡✳ ❯♥ st✐♠✉❧✉s ❡♥ (0.55, 0.25) ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♥❡✉r♦♥❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ré❝❡♣t❡✉rs s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥s ❞❛♥s ✉♥
❝♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣❛r ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs f(0.55) ❡t f(0.25)
❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ✈✐✲
s✉❡❧❧❡
▲❛ tâ❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡
❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ s❛❝❝❛❞❡s ✈✐s✉❡❧❧❡s ✈❡rs ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡
tâ❝❤❡ ♣♦ssè❞❡ ❝♦♠♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡ ❧✐é❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡ ✭❢♦✈❡❛✮ ❡t ✉♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à ❧❛ ♣ér✐♣❤ér✐❡✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡
r❡st❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜✐❡♥ ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
◆♦tr❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ s②stè♠❡
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs s❡r♦♥t ❞❡s ♥✲✉♣❧❡ts (x1, x2, x˙1, x˙2) ♦ù (x1, x2)
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t (x˙1, x˙2) s❛ ✈✐t❡ss❡✳ ❊♥ s♦rt✐❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❞♦✐t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ (u1, u2) ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ s②stè♠❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❧❡ ❜✉t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ à s❛✈♦✐r c1 = x1+x˙1∆t ❡t c2 = x2+x˙2∆t
♦ù ∆t = 500 ♠s✳
✹✳✶ ❊♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r
♥♦tr❡ s②stè♠❡✳
✕ ❈♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡✳ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✹ ♥❡✉r♦♥❡s ✿ ✷
♥❡✉r♦♥❡s ❞✐ts ✏P✑ ❝♦❞❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ S(P ) = (x1, x2)✱ ✷ ♥❡✉r♦♥❡s ✏❱✑ ❝♦❞❛♥t
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✿ S(V ) = (x˙1, x˙2)✳
✕ ❈♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡♥tré❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✷ ❝❛rt❡s t♦✲
♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ 16× 16 ♥❡✉r♦♥❡s ✿
✺
✕ 256 ♥❡✉r♦♥❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✏P✑✳ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ✿ ❡♥tr❡ ✲
✼✳✺✴✽ ✭✲✵✳✾✸✼✺✮ ❡t ✼✳✺✴✽ ✭✵✳✾✸✼✺✮ ♣❛r ♣❛s ❞❡ ✶✴✽ ✭✵✳✶✷✺✮ ❡♥ ❛❜❝✐ss❡ ❡t
♦r❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❡st ρ =
0.125✳
✕ 256 ♥❡✉r♦♥❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✏❱✑✳ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ✿ ✐❞❡♠ ❡♥tr❡
✲✼✳✺✴✽ ❡t ✼✳✺✴✽ ♣❛r ♣❛s ❞❡ ✶✴✽ ❡♥ ❛❜❝✐ss❡ ❡t ♦r❞♦♥♥é❡✳ ❘❛②♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉
❣✉❛ss✐❡♥ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❡st ρ = 0.125✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ rét✐♥❡ ✏❧✐♥é❛✐r❡✑ ♦ù ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉❜❥❡❝✲
t✐✈❡ (x1, x2) ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t tr❛♥s♠✐s❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❡t ✉♥❡ rét✐♥❡ ✏❧♦❣❛r✐t❤✲
♠✐q✉❡✑ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (x1 = r. cos(θ), x2 = r. sin(θ)) ❡st ❞é❢♦r♠é❡ ❡♥
(r˜cos(θ), r˜sin(θ)) ❛✈❡❝ r˜ = log(1+B.r)
log(1+B) ❡t B = 4✳
✹✳✷ ❙♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡
▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s P ❡t ❱ ♣r♦❥❡tt❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
s♦rt✐❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ♠♦t❡✉rs ✭✏▼✑✮✳ ■❧ ② ❛ 4 ♥❡✉r♦♥❡s ♠♦t❡✉rs
❝♦❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❍❛✉t✱●❛✉❝❤❡✱❇❛s✱❉r♦✐t❡✮ ❛✉tr❡♠❡♥t
❞✐t (pi/2, pi, 3pi/2, 2pi)✳
▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s s❡♥s♦r✐❡❧❧❡s ❡st ♣r♦❥❡té s✉r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ♠♦t❡✉rs ✿
h(M) = W (P )S(P ) +W (V )S(V ).
❈♦♠♠❡ ♣ré❝✐sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ♠♦t❡✉rs ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t
❞✬✉♥ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ∀i, S
(M)
i ∼ h
(M)
i +N (0, σ) ♦ù σ = 0.01✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦tr✐❝❡ ✜♥❛❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞❡s ✹ ♥❡✉r♦♥❡s✳
u1 =
4∑
i=1
S
(M)
i cos(ipi/2) u2 =
4∑
i=1
S
(M)
i sin(ipi/2).
✹✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ✉♥ ✹✲✉♣❧❡t ❞✬❡♥tré❡ ❡st t✐ré ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N (0, 0.3)✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡♥tré❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t
✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t (u1, u2) q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ s✉r ❧❛ rét✐♥❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
e = (e1, e2)✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ r❡♣èr❡ (0, 0) ❡st ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✐♠♠é❞✐❛t
R = 0.2− |e|✳
❆✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α = 0.01×σ
2
16 ✱ ♦♥ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s ♣♦✐❞s s❡❧♦♥ ✿
W
(P )
t = W
(P )
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✻
❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❊rr❡✉r ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✜♥❛❧❡ à ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛♣rès ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭❧✐♥é❛✐r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ à ❞r♦✐t❡✮ ❡st
❝♦♠♣❛ré ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡✳
✺ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣❡♥❞❛♥t 3.106 ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❖♥ ② ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ s✉r ❧❡s 500 ❞❡r♥✐èr❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲✬❛✲
✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♠❛♥✐❢❡st❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ rét✐♥❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❛tt❡✐♥t s❛
❧✐♠✐t❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♣éré❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ✐❧ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r rés✐❞✉✲
❡❧❧❡ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ❣r❛♥❞❡s s❛❝❝❛❞❡s q✉✐ s♦♥t s♦✉s✲r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳
P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r à ❞❡s s❛❝❝❛❞❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥✉❧❧❡ ♦✉ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ré✲
❝✐s✐♦♥ ❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝r♦✐① ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞és✐rés✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❝♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉ ✿ ❧❡s ♣❡t✐t❡s s❛❝❝❛❞❡s s♦♥t
s✉r✲❡st✐♠é❡s✱ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s s❛❝❝❛❞❡s s♦♥t s♦✉s✲❡st✐♠é❡s✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐t✉és
❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣r✐s❡s✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❝♦rr❡❝t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r à ❝♦❞❛❣❡
t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s s❛❝❝❛❞❡s✱ ✉♥ ♣❡✉ s✉r❡s✲
t✐♠é❡ ♣♦✉r ❧❡s s❛❝❝❛❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t s♦✉s✲❡st✐♠é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s s❛❝❝❛❞❡s✳
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❧✉✐✲❛✉ss✐ ❝♦rr❡❝t✳
✼
❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ Pré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣r✐s✱ ♦♥ t❡st❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❝♦♥trô❧❡✉rs ❛✈❡❝ ❞❡s s❛❝❝❛❞❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥✉❧❧❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮
♦✉ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡ ✭❤❛✉t✮ ❡t t♦♣♣❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭❜❛s✮✳ ▲❡s ❝r♦✐①
✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞és✐rés✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ♥✉❧✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡✉r♦♥❛❧❡ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡
à ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❧✐♥é❛✐r❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ◆♦tr❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥
❝♦❞❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦rt❡① ❡t
q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts
♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦♥t été t❡stés s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ❛ss❡③ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ♥♦✉s
❝♦♥❢♦rt❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐❞é❡s ❞✬❡①♣❧♦r❡r ♣❧✉s ❛✈❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦✛❡rt❡s ♣❛r ♥♦s tr❛✈❛✉① s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦rt❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✉t✐❧✐sés✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡s ✈♦✐r❡ ❜✐♥❛✐r❡s
✭tâ❝❤❡ ré✉ss✐❡ ♦✉ ♥♦♥✮ ❡t r❡t❛r❞é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✉ss✐ ❡ss❛②❡r
❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧é❛ s✉r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥❡✉✲
r♦♥❛❧❡✱ ♥♦✉s t❡st❡r♦♥s ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡t ❧❛
✽
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❝❛❝❤é❡✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ s❡r❛ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ♥♦tr❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ ❜r❛s ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✲ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❆◆❘
▼❆P❙✳
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬❇❛rt❧❡tt ❛♥❞ ❇❛①t❡r✱ ✶✾✾✾❪ ❇❛rt❧❡tt✱ P✳ ❛♥❞ ❇❛①t❡r✱ ❏✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❍❡❜❜✐❛♥ s②♥❛♣✲
t✐❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ s♣✐❦✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s t❤❛t ❧❡❛r♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❚❤❡ ❆✉s✲
tr✐❛❧✐❛♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈❛♥❜❡rr❛✱ ❆✉str❛❧✐❛✳
❬❇❛①t❡r ❛♥❞ ❇❛rt❧❡tt✱ ✷✵✵✵❪ ❇❛①t❡r✱ ❏✳ ❛♥❞ ❇❛rt❧❡tt✱ P✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t
❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ P❖▼❉P✬s ✈✐❛ ❞✐r❡❝t ❣r❛❞✐❡♥t ❛s❝❡♥t✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✶✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢✳ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✭■❈▼▲✬✵✵✮✳
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